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2024年【科學探究競賽-這樣教我就懂】 

普高組 成果報告表單 

題目名稱： 領域展開！—泰勒展開式在物理學上的應用 

一、摘要 

    本研究參考數理相關的教科書及文獻，了解泰勒展開式的作法與其所代表的含意，並

將其運用在物理學的相關領域當中，我們展開簡諧運動、雙星互繞、高斯分布等公式，再

代入實際數據進行運算，進而延伸成為另一項實用的工具，我們也探討了泰勒展開式與單

擺小角度近似的關聯，發現sin 𝜃在𝜃趨近於 0 時的泰勒展開式會大約等於𝜃，單擺的關係式

可視為簡諧運動的形式，進而求出週期等物理量，這也解釋了為何當初物理課在算單擺週

期時有規定𝜃需小於5°。 

    根據上述內容，我們將結果整合，並歸納出結論及生活應用。 

二、探究題目與動機 

    在選修數甲上的第三章中，提到泰勒展開式（Taylor series）能夠協助我們將一多項式

函數化成 x-a 的冪級數形式，並估計在 a 附近的數值，有點類似綜合除法的應用，但在上

網搜尋相關資料後，發現泰勒展開式的真正用途是將非多項式函數轉化成無限項的多項式

函數，而這將協助我們在運動學、力學等領域，估算非多項式函數的結果。因此本研究將

尋找生活中的相關例子，歸納泰勒展開過後的方程式及其所代表的意涵，並實際代入數據

進行運算。 

三、探究目的與假設  

1. 了解泰勒展開式的作法。 

2. 探討單擺小角度近似與泰勒展開式的關係。 

3. 探討泰勒展開式在簡諧運動公式中的應用。 

4. 探討泰勒展開式在高斯分布公式中的應用。 

四、探究方法與驗證步驟 

1. 選修數甲上的第三章提到，假定一方程式為： 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 

則我們可將此方程式轉換為： 

𝑓(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1(𝑥 − 𝑎) + 𝑏2(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑏3(𝑥 − 𝑎)3 + ⋯ + 𝑏𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛 

其中 𝑏0 = 𝑓(𝑎) , 𝑏1 = 𝑓′(𝑎) , 𝑏2 =
𝑓′′(𝑎)

2
 ,   𝑏3 =

𝑓′′′(𝑎)

3!
 , … , 𝑏𝑛 =

𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
 

整理得𝑓(𝑥) ≈ ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛∞

𝑛=0  

在上述式子中，n!表示 n 的階層，而𝑓(𝑛)(𝑎)表示𝑓(𝑥)在點 a 處的 n 階微分，若 a=0，可

以將此稱作馬克勞林級數。 

這就是泰勒展開式的定義，我們通常會利用它來計算結果的近似值，要注意的是，此
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式子只能用作估算 a 附近的點，當 x 偏離 a 越多，其誤差值就會越大，且𝑓(𝑥)必須是一

個可以被微分無數次的函數，如：絕對值函數(𝑓(𝑥) = |𝑥|)或取整函數(𝑓(𝑥) = [𝑥])皆不

能套用此定義。 

2. 在物理學中，假設有一單擺不受外力影響，只藉由其自身重量擺動，當其偏離角度 θ 

≦5°，其週期符合下列公式： 

𝑇 = 2𝜋√
𝐿

𝑔
 

其中 L 為擺長，g 為重力加速度。 

當時在上物理課的我們很疑惑為何 θ 必須小於 5°，現

在我們有能力分析其原因。 

 

由圖一所示，我們假設質量為 m 的小球，繫在一長

度為 L(質量不計)之細繩下，將小球拉至與鉛直面呈

θ 角時釋放，小球會因重力的影響來回擺盪，我們將

重力分解成法向量 mg cos θ 與切向量 mg sin θ，發現

只有切向量對其作用，因此回復力為： 

𝐹 = −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 

而加速度 a 可表示成位移 x 對時間 t 做兩次微分，其中位移 x 可表示成𝑆 = 𝐿𝜃，因此  

𝑎 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝐿

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
 

由牛頓第二運動定律(𝐹 = 𝑚𝑎)可得知單擺之運動方程式 

𝑚𝐿
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 

，整理得 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −

𝑔

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 

此方程式為二階非線性常微分方程 (second order nonlinear differential equation)，處理

起來十分複雜，但當我們將𝑓(𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 做泰勒展開，考慮到 

𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑥 = cos 𝑥    

𝑑

𝑑𝑥
cos 𝑥 = −sin 𝑥 

，因此 

𝑓(0) = 0       𝑓′(0) = cos 0 = 1        𝑓′′(0) = − sin 0 = 0        𝑓′′′(0) = − cos 0 = −1 

以此類推，得 

𝑓(𝜃){𝜃 → 0} ≈
𝜃

1!
−

𝜃3

3!
+

𝜃5

5!
−

𝜃7

7!
+ ⋯ 

圖一 單擺示意圖 

(作者自行繪製) 
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當 θ 趨近於 0°時，由於方程式後面幾項的數值太小可忽略不計，sinθ 就會約等於 θ，

而上述方程式即可改為 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −

𝑔

𝐿
𝜃    及   𝐹 = −𝑚𝑔𝜃 = −

𝑚𝑔

𝐿
𝐿𝜃 = −

𝑚𝑔

𝐿
𝑥 

對右式來說，這符合簡諧運動的關係式，因此我們可以計算其週期及其他物理量，對

左式來說，我們成功將其簡化為二階線性常微分方程(second order linear differential 

equation)，這樣處理起來將容易許多，但礙於篇幅關係，在此不多做贅述。我們只需

要知道，透過泰勒展開式，我們可以清楚發現當 θ 足夠小時，因 sinθ ≈ θ，其運動軌

跡會近似直線，可視為簡諧運動的形式，這便是單擺的小角度近似。 

3. 在選物一中提到簡諧運動可視為圓周運動在平面上的投影，其公式為： 

𝑋(𝑡) = 𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

𝑉(𝑡) = −𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) 

𝑎(𝑡) = −𝑅𝜔2𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

其中 X(t)、V(t)、a(t)分別代表位移、速度及加速度，R

表振福、𝜔表角頻率。 

若我們在𝑡 = 0附近進行泰勒展開，以 X(t)為例，根據

連鎖律(Chain rule)： 

𝑋(0) = 𝑅𝑐𝑜𝑠(0) = 𝑅 

𝑋′(0) = 𝑉(0) = −𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛(0) = 0 

𝑋′′(0) = 𝑎(0) = −𝑅𝜔2𝑐𝑜𝑠(0) = −𝑅𝜔2 

𝑋′′′(0) = 𝑅𝜔3𝑠𝑖𝑛(0) = 0 

，因此 

𝑋(𝑡){𝑡 → 0} ≈ 𝑅(1 −
𝜔2

2!
𝑡2 +

𝜔4

4!
𝑡4 −

𝜔6

6!
𝑡6 +

𝜔8

8!
𝑡8 − ⋯ ) 

而我們也可將 V(t)及 a(t)在𝑡 = 0附近作泰勒展開，得到： 

𝑉(𝑡){𝑡 → 0} ≈ −𝑅𝜔2(𝑡 −
𝜔2

3!
𝑡3 +

𝜔4

5!
𝑡5 −

𝜔6

7!
𝑡7 +

𝜔8

9!
𝑡9 − ⋯ ) 

𝑎(𝑡){𝑡 → 0} ≈ −𝑅𝜔2(1 −
𝜔2

2!
𝑡2 +

𝜔4

4!
𝑡4 −

𝜔6

6!
𝑡6 +

𝜔8

8!
𝑡8 − ⋯ ) 

有了這些方程式，我們即可在不清楚sin(𝜔𝑡) 、𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)的情況下估算近似值。 

讓我們將此結果運用在天文領域上。 

 

圖二 簡諧運動示意圖 

(維基百科) 
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雙星互繞是因彼此互相作用而產生的運動，如：地球及月亮、行星及恆星等的運動都

算是一種雙星互繞，我們假設有兩個質量分別為 m 及 M 的星體(以下以 m 及 M 代

稱)，兩者相距 L，以 m 進行分析，兩者的質心

(barycenter)與其相距 M/(m+M)L，又因其運動軌

跡可視作圓周運動，兩者之萬有引力 

𝐹 =
𝐺𝑚𝑀

𝐿2
= 𝑚 ∙

𝑀

𝑚 + 𝑀
𝐿 ∙ 𝜔2 

其中 G 為重力常數、𝜔為 m 之角速度。 

我們可以將上述方程式整理為： 

𝜔 = √
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3
 

對 m 來說，我們可以將其運動軌跡(圓周運動)水平投射在 X 平面上，即形成簡諧運動

的型式，將其帶入泰勒展開過後的公式得： 

𝑋(𝑡){𝑡 → 0} ≈
𝑀

𝑚 + 𝑀
𝐿(1 −

𝐺(𝑚 + 𝑀)
𝐿3

2!
𝑡2 +

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]2

4!
𝑡4 −

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]3

6!
𝑡6 − ⋯ ) 

𝑉(𝑡){𝑡 → 0} ≈ −
𝐺𝑀

𝐿2
(𝑡 −

𝐺(𝑚 + 𝑀)
𝐿3

3!
𝑡3 +

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]2

5!
𝑡5 −

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]3

7!
𝑡7 − ⋯ ) 

𝑎(𝑡){𝑡 → 0} ≈ −
𝐺𝑀

𝐿2
(1 −

𝐺(𝑚 + 𝑀)
𝐿3

2!
𝑡2 +

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]2

4!
𝑡4 −

[ 
𝐺(𝑚 + 𝑀)

𝐿3  ]3

6!
𝑡6 − ⋯ ) 

我們以冥王星(M)與冥衛一(m)為實際例子代入數據運算，並觀察其誤差值。 

𝑀 = 1.30 × 1022 𝑘𝑔    

 𝑚 = 1.59 × 1021 𝑘𝑔   

 𝐿 = 19570 𝑘𝑚   

𝐺 = 6.67 × 10−11 𝑁 ·
𝑚2

𝑘𝑔2
 

  𝑅 =
𝑀

𝑚 + 𝑀
𝐿 = 17437.28 𝑘𝑚   

 𝜔2 = 0.126322242 

設𝑡 = 0.05，其三階近似的結果為： 

𝑋(0.05) ≈ 17437.28 × (1 − 0.06316 × 0.0025) = 17434.52665 

𝑉(0.05) ≈ −2264.05793 × (0.05 − 0.06316 × 1.25 × 10−4) = −113.18502 

𝑎(0.05) ≈ −2264.05793 × (1 − 0.06316 × 0.0025) = −2263.70044 

 

圖三 質心位置示意圖 

(作者自行繪製) 

圖四 雙星互繞示意圖 

(維基百科) 
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4. 最後，我們將舉一個較為複雜的例子：高斯分布。 

高斯分布(Gaussian distribution)，又稱常態分布，是一個連續機率分布的模型，其函數

曲線呈鐘形，因此又被稱作鐘形曲線(bell-shaped curve)，我們可以在許多地方看到高斯

分布的影子，從生物學上的多基因遺傳，到物理學中的光子計數，結果都被發現符合

高斯分布的函數圖形，因此其重要性不言而喻。 

高斯分布的機率密度函數為： 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2  

其中𝜎為標準差、𝜇為平均值。 

若我們在 x=𝜇附近進行泰勒展開，並求其二

階近似的函數，考慮到連鎖律(Chain rule)及 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 

𝑓(𝜇) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

−
(𝜇−𝜇)2

2𝜎2 =
1

√2𝜋𝜎
 

𝑓′(𝜇) =
1

√2𝜋𝜎
∙ −

2(𝜇 − 𝜇)

2𝜎2
𝑒

−
(𝜇−𝜇)2

2𝜎2 = 0 

在計算𝑓(𝑥)的二階導數時，我們還需要考慮到乘積法則(Product rule)： 

(ℎ𝑔)′ = ℎ′𝑔 + 𝑔′ℎ 

因此， 

𝑓′′(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
∙ −

2

2𝜎2
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ∙ [−
2(𝑥 − 𝜇)

2𝜎2
]2𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2  

𝑓′′(𝜇) = −
1

√2𝜋𝜎
∙

1

𝜎2
 

整理得 

𝑓(𝑥){𝑥 → 𝜇} ≈
1

√2𝜋𝜎
∙ [1 −

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2] 

原本看似極其複雜的函數被簡化成一條多項式，讓我們能

夠輕易地算出近似值。 

Kalyan Santra 等曾於 2017 年發表一篇關於光子計數的相

關論文，他們利用時間分辨光譜學(Time-resolved 

spectroscopy)，分析羅丹明 B (Rhodamine B)與酸性紅 94 

(Rose Bengal)螢光衰減的時間長短，而其實驗數據恰好符

合高斯分布的形式(請見圖六)，我們以其中一組數據作為

例子，推估平均值附近的機率密度。 

其中總樣本數為 20000，平均數及中位數為 0.7(ns)，而

標準差為 0.2。 

圖五 高斯分布的函數圖形 

(國立台灣大學網頁) 

圖六 螢光衰減頻率直方圖 

(論文內附圖) 
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若我們想得知 0.75(ns)時的機率密度為何，根據先前公式可得： 

𝑓(𝑥){𝑥 → 𝜇} ≈
1

√2𝜋𝜎
∙ [1 −

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2] =

1

2.5066 ∗ 0.2
(1 − 12.5 ∗ 0.0025) ≈ 1.93239 

又因為𝑓(𝜇) ≈ 1.99473，根據梯形面積公式，我們可以估算出自 0.7ns 至 0.75ns 區間中

的機率為(1.99473 + 1.93239) ∗ 0.05 ∗ 0.5 ≈ 0.09818 = 9.818%。 

五、結論與生活應用 

    泰勒展開式是一個強大的工具，用於將複雜函數近似為簡單的多項式，進而方便地計

算。在此報告中，我們以物理學為例，利用泰勒展開式成功展開了簡諧運動、雙星互繞以

及高斯分佈等公式，並在展開f(x) = sin 𝜃後，發現在𝜃趨近於 0 時，單擺的關係式可視為

簡諧運動的形式，解釋了為何當初物理課在算單擺週期時有規定𝜃需小於5°。 

    這些結果可以用來理解和描述特定現象的成因，並且在解決實際問題時具有應用價值，

舉例而言，我們將單擺的運動方程簡化為二階線性常微分方程，這可以作為工程設計和實驗

研究的重要參考，如：阻尼器的設計等，而在高斯分布的例子中，它能幫我們更準確地分析

和預測各種隨機變量的行為，從而在物理學、統計學、金融物理學等領域中得到了廣泛應

用，像是布朗運動(Brownian motion)、誤差分布、馬克士威-波茲曼分布(Maxwell–Boltzmann 

distribution)、布萊克-休斯模型(Black-Scholes Model)等皆在某種程度上符合高斯分布的形

式。 
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