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普高組 成果報告表單 

題目名稱：與三相切圓皆相切之最小圓半徑及其圓心座標 

一、摘要 

本研究探討與三相切圓皆相切之最小圓半徑及其圓心座標，目標是希望在給定三兩

兩相切圓的半徑情況下，能求出與此三圓皆相切的圓之圓心座標即圓半徑。以下將

分兩部份進行探討。 

(1)給定之三圓圓心連心線段圍成的圖形為直角三角形 

(2)給定之三圓圓心連心線段圍成的圖形為任意三角形 

二、探究題目與動機 

我們在瀏覽科展網頁時發現有許多人探討圓相關主題，於是我們突發奇想能否找到

其他有關幾何中圓的主題，而當時的課程中也剛好正在教學圓方程式和三角函數的

課程，讓我們知道關於幾何在數學上有不同的看待和計算方式，不僅僅是呆板的圖

形而已，在不同的方程式、參數式、標準式下有各種不同的形態和長相，如雙曲

線、橢圓、交圓、切圓等等，除此之外我們也了解到圓與圓之間的關係一直是研究

主題的熱點，而圓的半徑和圓的座標在數學上也有它的重要意義，因此當我們計算

到有關三相切圓的題目時，我們就想說是否除了三切圓，我們也能夠用一個方程式

的寫法寫出與三圓相切之第四圓的關係式，而經過詢問過老師後，我們對於圓的問

題也更加有興趣，因此想更加深入地探究，並在過程中學習更多的知識，發展出新

奇的想法和成果，並能夠學以致用，在未來的活動中能夠有所運用。 

三、探究目的與假設       



探究目的：找到三相切圓皆相切之最小圓半徑及其圓心座標的關係式及通式。 

假設：在給予三兩兩相切圓的情況下，我們想要找尋關於與此三相切圓皆相切之最

小圓之半徑及其圓心座標之通式。我們希望以給定之三相切圓關係較簡單的情形做

發想，首先討論三已知相切圓圓心連線為直角三角形的情況，接著推廣至求平面中

任意半徑之三已知相切圓之討論。  

四、探究方法與驗證步驟 

基本假設 

已知三兩兩相切圓: A, B, C，其半徑分別為 a, b, c。令與此三圓皆相切之圓 D半徑為 d，

圓心 OD(h,k)，且圓 B之圓心 OB位於原點。 

三圓心連線為直角三角形 

三兩兩相切圓之連心線段所圍成的圖形為直角三角形，

可將圓 A, C 之圓心 OA,OC設於 x 軸及 y 軸上，分別為

(b+a,0), (0,b+c)，如右圖所示。 

圓 D 之半徑 d 可表示為 OD與其他三圓之圓心連線段之

長度減掉各圓之半徑，得到 d,h,k 之關係式後，可將各

等式經移項整理、消去後得到 h,k 之關係式，即: 

d=√(ℎ − 0)2 + (𝑘 − 0)2 − 𝑏=√(ℎ− 𝑏 − 𝑎)2 + (𝑘 − 0)2 − 𝑎=√(ℎ − 0)2 + (𝑘 − 𝑏 − 𝑐)2 − 𝑐 

⇒  {

ℎ2+𝑘2 − 𝑑2 = 𝑏2 + 2𝑏𝑑                                       

ℎ2+𝑘2 − 𝑑2 = 2𝑎𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏ℎ + 2𝑎ℎ − 2𝑎𝑏

ℎ2+𝑘2 − 𝑑2 = 2𝑐𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏𝑘 + 2𝑐𝑘 − 2𝑏𝑐

 

⇒ {

𝑏2 + 2𝑏𝑑 = 2𝑎𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏ℎ + 2𝑎ℎ − 2𝑎𝑏                                      

𝑏2 + 2𝑏𝑑 = 2𝑐𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏𝑘 + 2𝑐𝑘 − 2𝑏𝑐                                       

2𝑎𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏ℎ + 2𝑎ℎ − 2𝑎𝑏 = 2𝑐𝑑 − 𝑏2 + 2𝑏𝑘 + 2𝑐𝑘 − 2𝑏𝑐

  

⟹ {

2𝑑(𝑏 − 𝑎) − 2ℎ(𝑏 + 𝑎) = −2𝑏(𝑏 + 𝑎)                        ⋯⋯⋯(𝟏)

2𝑑(𝑏 − 𝑐) − 2𝑘(𝑏 + 𝑐) = −2𝑏(𝑏 + 𝑐)                         ⋯⋯⋯(𝟐)

2𝑑(𝑎 − 𝑐) − 2𝑘(𝑏 + 𝑐) + 2ℎ(𝑏 + 𝑎) = −2𝑏(𝑐 + 𝑎)⋯⋯⋯(𝟑)

 

 



By (3) × (𝑏 − 𝑎) −(1)× (𝑎 − 𝑐) 

⇒ ℎ(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑎) − 𝑘(𝑏 + 𝑐)(𝑏 − 𝑎) = 2𝑏2(𝑎 − 𝑐) 

可令

{
 
 

 
 h = (𝑏 + 𝑐)(𝑏 − 𝑎)𝑡                       

k = (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑎)𝑡 −
2𝑏2(𝑎−𝑐)

(b+𝑐)(𝑏−𝑎)

d = (𝑏 + 𝑎)(𝑏 + 𝑐)𝑡 −
b(𝑏+𝑎)

(𝑏−𝑎)
       

 , 𝑡 ∈ ℝ 

由此，我們得到 h,k,d 之參數式，只要將此三參數式代回 d=√(ℎ − 0)2 + (𝑘 − 0)2 − 𝑏 便

可得到 OD與 d。 

 

三圓心連線為任意三角形 

設圓 A 之圓心 OA位於 x 軸且座標為(b+a,0)，

圓 C 之圓心則無限制，如圖所示。 

由圖我們假設

∠ODOBOA=α,∠ODOBOC=β,∠OAOBOC=γ 

∵ ∠OAOBOC =∠ODOBOA＋∠ODOBOC 

∴ 𝑐𝑜𝑠𝛾 = 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 + 𝛽) = 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 

    ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 = 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑐𝑜𝑠𝛾 

    ⟹ (1− 𝑐𝑜𝑠2𝛼)(1− 𝑐𝑜𝑠2𝛽) = 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑐𝑜𝑠2𝛽 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 

    ⇒ 𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1＋2𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑐𝑜𝑠𝛾 

又根據餘弦定理可得 

    𝑐𝑜𝑠𝛼 =
(𝑎+𝑏)2+(𝑏+𝑑)2−(𝑎+𝑑)2 

2(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑑)
＝1 −

2𝑎𝑑

(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑑)
 

    𝑐𝑜𝑠𝛽 =
(𝑏+𝑐)2+(𝑏+𝑑)2−(𝑐+𝑑)2 

2(𝑏+𝑐)(𝑏+𝑑)
 ＝1−

2𝑐𝑑

(𝑏+𝑐)(𝑏+𝑑)
 

    𝑐𝑜𝑠𝛾 =
(𝑎+𝑏)2+(𝑏+𝑐)2−(𝑎+𝑐)2 

2(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑐)
 ＝1 −

2𝑎𝑐

(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑐)
 

    代回上式𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1＋2𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑐𝑜𝑠𝛾 經過計算可得 
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   以上為我們對索迪公式之證明，透過此公式我們可以輕易地計算出圓 D 和其他三  

圓半徑的關係式，而我們也須藉由此公式計算出圓 D 的圓心 OD座標 

    圓心 OD以極座標表示   

    OD=[ b+d, 𝛼]= ((b+d)𝑐𝑜𝑠𝛼, (b+d)𝑠𝑖𝑛𝛼)  

    我們知道 𝑐𝑜𝑠𝛼 = 1−
2𝑎𝑑

(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑑)
 又 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 𝑠𝑖𝑛2𝛼 

    所以我們可以求得𝑠𝑖𝑛𝛼=√
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    再將𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑠𝑖𝑛𝛼帶回座標可得   

    OD =[(𝑏 + 𝑑) −
2𝑎𝑑
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  ,   √
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    可得半徑 d=|
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑎𝑐+𝑏𝑐±2√𝑎𝑏𝑐(𝑎+𝑏+𝑐)
| 

   但此處我們不將半徑 d 以 a,b,c 表示法帶回圓心座標，因為如此不會有助於計算，

反而會讓方程式變得更加冗長，因此我們選擇以關係式來表示，以計算出半徑 d 的

值後，再計算圓心。 

   除此之外我們也發現我們計算出來的半徑 d值有大

小之分，表示相切於三圓的圓 D 不只有我們一開始

所假設的內切三圓的小圓，還有另一個半徑更大，

外切於三圓的大圓，如右圖所示。而決定圓 D 是外

切或是內切的因素在於半徑d的大小，較大的為外切

圓，較小的為內切圓。 



 

五、結論與生活應用 

結論： 

1. 三圓心連線為直角三角形 

h,k,d之參數式

{
 
 

 
 h = (𝑏 + 𝑐)(𝑏 − 𝑎)𝑡                       

k = (𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑎)𝑡 −
2𝑏2(𝑎−𝑐)

(b+𝑐)(𝑏−𝑎)

d = (𝑏 + 𝑎)(𝑏 + 𝑐)𝑡 −
b(𝑏+𝑎)

(𝑏−𝑎)
       

 , 𝑡 ∈ ℝ 

只要將此三參數式代回 d=√(ℎ − 0)2 + (𝑘 − 0)2 − 𝑏便可得到 OD與 d。 

2. 三圓心連線為任意三角形 

經過推倒可以推算出圓 D 半徑 d=|
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑎𝑐+𝑏𝑐±2√𝑎𝑏𝑐(𝑎+𝑏+𝑐)
| 

圓心的座標 OD為((𝑏 + 𝑑) −
2𝑎𝑑

(𝑎+𝑏)
  ,   √

4𝑎𝑑(𝑏+𝑑)

(𝑎+𝑏)
(

𝑎𝑑

(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑑)
− 1))而決定圓 D 為外切或

內切在於半徑 d公式中的正負號，正號為外切，負號則為內切。 

 

應用：在這個網路的時代下，數學語言已是必備的工具，不管是在遊戲設計上、圖

形處理、電腦繪圖都需要數學語言的輔助，而我們探討的成果也能為其中的建模和

設計盡一份心力，除此之外在工程上我們的研究成果也能對它有所幫助，如行星齒

輪的設計，行星齒輪是齒輪結構的一種，由一或多個外部齒輪繞行著一個中心齒輪

旋轉，如同行星公轉一般，而形成的樣式就如同我們的外切圓圖形，行星齒輪擁有

很高的扭舉，因此有十分良好的減速系統，且行星齒輪僅是由多個齒輪構成的齒輪

結構，因此成本並不高，能被廣泛運用在各種領域，但缺點就是其機械結構較難以

製造，對工藝有一定的要求，而我們的研究成果對於行星齒輪的缺點的改進能夠做



到些微的貢獻，搭配自動的機械設備和 AI 科技，只要輸入我們的方程式和相關的關

係式，就能設計出多種的行星齒輪款式，如法蘭型、直角型等等，也希望能夠把我

們的研究成果作為一枚小小的行星齒輪，為我們這科技世界貢獻一分心力。 
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